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1 Vektorraume

1.1 Begriffe und Definition

Ein Vektorraum V ist eine Menge, deren Elemente sich addieren und skalar multiplizieren lassen,
wobei die Summe von Vektoren und das Vielfache eines Vektors wieder Elemente der Menge sind.
Die Elemente eines Vektorraumes sind Vektoren.

Definition

Eine nichtleere Menge V, in der man zu je zwei Elementen a, b € V eine Summe a + b € V bil-
den kann, und in der eine skalare Multiplikation Aa € VV, a € V, A € K existiert, heisst ein
Vektorraum tiber dem Korper K = R oder KK = C, wenn folgende Rechengesetze erfiillt sind:

1) Furallea,b € Vgilt:a+ b = b + a > Die Addition ist kommutativ

2) Firallea,b € Vgilt: (a+ b) + ¢ = a+ (b + ¢) > Die Addition ist assoziativ
3) Esgibt ein Nullelement oder Nullvektor 0 € V mita + 0 = a firallea eV
4) Zujedem a € V gibt es genau ein inverses Element —a € V mit a+ (—a) =0
5) la=a firallea€eV

6) Alua) = (Aw)a firalled,peKaeV

7) AMa+b)=2Aa+ b furalleA€K, abeV

8) @A+wa=2Aa+pa firalle Luek, aeV

1.2 Lineare Abhangigkeit oder Unabhangigkeit von Vektoren

Definition

Gegeben sei ein Vektorraum V Gber dem Koérper K und die Vektoren vy, ..., v, € V. Die Vekto-
ren vy, ..., v, des Vektorraumes V heissen linear abhéangig, wenn es Skalare 44, ..., 4,, € K gibt,
die nicht alle gleich Null sind, so dass gilt:

A‘lv1+ Lt Anvn = 0
Die Vektoren heissen linear unabhangig, wenn sie nicht linear abhangig sind, d.h.

11v1+...+lnv‘n =0= ll = .= ln =0

- Die lineare Abhangigkeit von Vektoren lasst sich wie folgt verstehen

Satz

Die Vektoren vy,..., v, sind genau dann linear abhéngig, wenn sich einer von ihnen als Linear-
kombination der anderen darstellen lasst.



